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ABSTRACT

A simultaneous adjustment of geodetic and photogrammetric measurements will be
necessary, when high accuracy and good reliability of results is required. For large
blocks with 5 000 or more unknowns the calculation expense will enlarge deterrently,
because the number of non-zero-elements will increase immensely during factoriza-
tion. Using the graph-theory a new method has been developed for ordering the se-
quence of unknowns in the adjustment. The fill-in of new elements in the normal equa-
tion-matrix is reduced considerably. In connection with a direct Cholesky-solution

the profile storage scheme - proposed by Jennings 1966 - will be used. Impartant parts
of the inverse normal-equation-matrix can be computed easily, thus even for large
blocks numerical proportions about accuracy, correlation and reliability may be calcu-
lated. The new method is very efficient particularly when it is implemented on com-
puters with special hardware components for quick vector-handling and -processing.

1. Einfdhrung

Fiir viele Anwendungen der Photogrammetrie ist eine gemeinsame Ausgleichung geo-
datischer und photogrammetrischer MeBinformationen wichtig. Die Griunde dafir kén-
nen sehr unterschiedlich sein: Bei der photogrammetrischen Erfassung kleinerer Objek-
te in der Architektur oder Denkmalpflege soll aus Kostengrinden eine aufwendige Pal-
punktbestimmung vermieden werden. In diesen Féllen bietet sich eine Blindelorientie-
rung mit Hilfe einiger weniger MeBinformationen aus dem Objektraum an /Wester-
Ebbinghaus 1984/. Bei Ingenieuranwendungen dagegen wird die gemeinsame Ausglei-
chung wegen der besseren Genauigkeit und der héheren inneren Zuverléssigkeit ge-
wiinscht. Insbesondere. wenn die PaBpunkte durch Polygaonziige bestimmt werden. ver-
bessert die gemeinsame Ausgleichung die Kontrollierbarkeit der geoditischen MeBwerte
erheblich.

Der Formulierung eines funktionalen Modells sind dabei kaum Grenzen gesetzt. Neben
den (blichen geodétischen MeBwerten wie Richtungen. Azimute, Zenitdistanzen, Strek-
ken und Koordinatenunterschiede kénnen Beobachtungen und Bedingungen der Bild-
orientierungen herangezogen werden, wie sie z.B. bei Aufnahmen mit Phototheodoliten
auf bekannten Standpunkten oder mit eingespielten Libellen oder bei Aufnahmen mit
StereomeBkammern gegeben sind. Weiter kdnnen Orientierungsunterschiede in die Aus-
gleichung einbezogen werden, wenn z.B. Statoskopdaten einer Befliegung vorliegen.

In anderen Fallen ist der Ansatz von Linien- oder Fldchenbedingungen zwischen den
Punkten im Objektraum sinnvoll. Die Einbeziehung dieser oder weiterer Funktionen

in ein Computer-Programm stellt an sich kein Problem dar. Fiir einige wenige hundert
Unbekannte ist auch die Aufldsung des bei der Ausgleichung nach der Methode der
kleinsten Quadrate entstehenden Normalgleichungssystems unkritisch., Bis zu etwa 200
Unbekannten kann die Narmalgleichung N.x = n durch Inversion von N geldst werden.
Bei Ausnutzung der Symmetrie von N sind dazu etwa b 000 000 Multiplikationen erfor-



derlich. Selbst ein langsamer Kleinrechner wird diese Rechenleistung in weniger als

10 Minuten erbringen. Fir die Inversion eines Blockes mit 10 000 Unbekannten dagegen
sind 500 000 000 000 Multiplikationen notwendig. Dafir braucht selbst ein schneller
Supercomputer gut eine Woche CPU-Zeit. so daB eine Lésung auf diesem Wege villig
ausgeschlossen ist.

2. Rekursive Partitionierung

Mit der rekursiven Partitionierung und dem im Prinzip identischen Boltz'schen Entwick-
lungsverfahren sind Methaden der Gleichungsldsung fur groBe Biindelblécke gegeben.
die den Rechenaufwand je nach BlockgrdBe und -struktur auf 171000 oder weniger redu-
~ieren. Diese Methoden nutzen die besonderen Strukturen photogrammetrischer Normal-
gleichungsmatrizen aus, die gegeben sind, wenn auBer den Bildmessungen nur PaBpunkte
oder andere direkte Beobachtungen von Unbekannten in die Ausgleichung einbezogen
werden (Abb.1].

Bei der Aufldsung des Gleichungssystems (Faktorisierung] entstehen neue von Null ver-
schiedene Elemente in der Matrix [Fill-In). die in der Teilmatrix der Bildunbekannten
Coop die fur photogrammetrische Blécke typische Bandstruktur erzeugen. Die in Abb.2
gezeigte Struktur der faktorisierten Matrix kann mit Hilfe der rekursiven Partitionie-
rung /0.C.Brown 1858, H.R.Schwarz 1980/ auBerordentlich giinstig berechnet werden.
solange die Bandbreite in der Teilmatrix C,5 der Bildunbekannten nicht zu grof wird
/E.Kruck 1983/.

Geodétische Messungen zwischen den Punktunbekannten storen die Diagonalstruktur
der Teilmatrix Ny der Punktunbekannten (Abb.3) und bei der Faktorisierung nimmt

die Anzahl der neu enstehenden Nicht-Null-Elemente sehr stark zu. Bereits wenige geo-
ditische Messungen kénnen ausreichen. die Teilmatrix der Bildunbekannten vollsténdig
aufzufiillen (Abb.4). Art und Umfang des Auffillens sind dabei nicht von der Methode
der Gleichungsldsung sondern nur von der Struktur der Matrix abhéngig. Das Fill-In kann
daher bei vorgegebenen Verkniipfungen nur durch die Reihenfolge der Unbekannten in
der Normalgleichung beeinfluBt werden. Die gebrauchliche Methode. diejenigen Punkt-
unbekannten, die von geoddtischen Messungen berGhrt sind, am Ende der Teilmatrix Ny
susammenzufassen /K.Wong 1872, G.Hell 1879/, veréndert jedoch das Fill-In nicht.

Es wird lediglich eine bessere Speicherorganisation ermdglicht. da die Diagonalstruktur
von N1 teilweise wiederhergestellt ist.

Nach Ansicht des Verfassers kann diese Methode wegen des starken Fill-Ins fur gemein-
same Ausgleichungen photagrammetrischer und geodétischer Messungen nur bis zu et-
wa 2000 Unbekannten genutzt werden. Bei groRBeren Blécken wird insbesondere die Be-
rechnung der wichtigsten Teile der Inversen von N kaum noch méglich sein.

3. Neu entwickelte Methode

Hier wird nun eine neu entwickelte Methode vorgestellt /Kruck 1983/, bei der durch die
Aufhebung der starren Trennung zwischen Punkt- und Bildunbekannten das Fill-In ver-
ringert werden konnte (Abb.5 u.B). Der Fill-ln-Faktor quantifiziert das Fill-In und ist
definiert als Quotient aus der Anzahl der Nicht-Null-Elemente nach der Faktorisierung
und der Anzahl der Nicht-Null-Elemente vor der Faktorisierung. Da das Quadrat des
Fill-ln-Faktors proportional zum Rechenaufwand ist, kann von einer erheblichen Ein-
sparung gesprachen werden.

Grundlage zur Entwicklung und Untersuchung der neuen Methode ist die Graphentheo-
rie. Sie stellt Gesetze zur Ordnung von Netzen und zur Untersuchung des Fill-Ins be-
reit /F.Harary 1974/. Die Punkte und Bilder stellen hier die Knoten dar, und die Messun-
gen, die die Punkte untereinander oder mit den Bildern verbinden, sind die Graphen.
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Der Grad eines Knotens gibt die Anzahl der Verkntpfungen an. Fir die Entstehung neuer
Elemente wahrend der Faktorisierung gilt dabei folgende Regel (Fill-In-Regel):

wird ein Knoten reduziert, so entstehen neue Graphen zwischen allen Knoten,

die mit dem reduzierten Knoten durch einen Graphen verbunden sind.

.\—‘7 *— ®

Abb.7: Reduktionsstufen eines Graphen

Aus dieser Regel kann unmittelbar der SchluB gezogen werden, daB bei der Faktorisie-
rung ein Fill-In in einer Spalte nur unterhalb eines von Null verschiedenen Elementes er-
folgen kann. Daher bietet sich zur Speicherung von Matrizen, die eine Besetzung haupt-
séchlich in der Nahe der Diagonalen aufweisen das Speicherschema von Jennings an. wenn
eine Faktaorisierung erfolgen soll.

3.1 Speicherschema nach Jennnings

Bei dieser Speichermethode, die auch Profilspeichertechnik oder lineare Spaltenspeiche-
rung genannt wird, werden von jeder Spalte alle Elemente vom ersten Nicht-Null-Ele-
ment bis zur Diagonalen hintereinander in einem Vektor gespeichert. unabhéngig davon,
ob diese Elemente einen Wert gleich oder ungleich Null haben /A.Jennings 1966.

J.Le Menestrel 1969, G.S5chmitt 1973, H.R.Schwarz 1880/.

a; =1

X "

j=aj_|—pj+j+] (1]

pj=aj_|—aj+j+l (2)
. _ u
Profil der Matrix Peu+I(j- pj] (3)

u // J=1

Hille der Matrix

X

Abb.8: Profil und Hille einer symmetrischen Matrix

Die Elemente der gespeicherten Spalten bilden das Profil P der Matrix (3) und werden
von der Hiille der Matrix umschlossen (Abb.B). Abbildung 9 zeigt die Speicherbelegung

fir die Matrix in Abb.B. Zur Verwaltung der Matrix wird ein Profilvektor p aufgebaut.
der fur jede Spalte die Zeilennummer des ersten gespeicherten Elements angibt [.2].

Der Zugriff auf die Matrixelemente ist mit einem Adressvektor a moglich, der t.:hel.&dres—
sen der Diagonalelemente der Matrix enthalt. Profil- und Adressvektor kéinnen ineinan-
der tiberfilhrt werden; daher ist nur ein Vektor zu speichern (11.(2).

Im Gegensatz zu den reinen Sparse-Speichertechniken wird hier eine Anzahl von NuII—.
elementen mit gespeichert. Damit wird jedoch der Nachteil der anderen Sparse-Techniken
vermieden. bei denen bei der Faktorisierung neu entstehende Elemente nur mit erheb-



lichem Aufwand in die Matrix

j:1 2 3 4 567 89 10N 12 Spaltennummer p = 2 .
p:1 11412266442 Profilvektor eingeflgt \,.qerden kdénnen. Hier
a:1 3 6 7 12 17 23 26 30 37 4556  AdreBvektor ist der Speicherplatz fir alle
neuen Elemente bereits reser-
viert, da ein Fill-In nur inner-
1.2 & B'L_ halb der Hiille der Matrix erfol-
3 5 9 BB 46 gen kann. Ist die Matrix gréBer
6 10 14 1© 47 als der zur Verfligung stehende
7 11 15 20 31 38 48 Kernspeicher, wird eine Anzahl
von Spalten zu einem Block zu-
Ie" ¥o-2) 322949 sammengefaBt und auf einem
17 22 24 27 3340 50 Externspeicher abgelegt. Wegen
23 25 28 34 41 51 der spaltenorientierten Speicher-

26 29 35 42 52 technik bietet sich zur Glei-
chungslésung eine direkt Choles-

94 SRad ee ky-Faktorisierung an. bei der
37 44 54 spaltenweise jedes neue Matrix-
45 55 element als Linearkombina-
56 tion zweier Spaltenanteile be-

rechnet wird.

Zur Abschatzung des Rechen-
aufwandes fir die Faktorisie-
rung nach cT.c = N wird eine
mittlere Bandbreite b definiert, die die Diagonale einschlieBt. Aus Abbildung 10 1&Bt
sich direkt Gleichung (4) ablesen. Nach b aufgeldst folgt (8). Die Anzahl der notwendi-
gen Multiplikationen 148t sich dann sehr gut nach (6) abschatzen. Ist b « u, gehen (5]
und (B) in (7) und (8] lber.

Abb.9: Speicherbelegung
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Abb.10: Mittlere Bandbreite b

Andes als bei der rekursiven Partitionierung werden hier auch Operationen mit Null-
Elementen ausgefihrt. Dies wirkt sich jedoch nicht nachteilig auf die Rechenzeit aus.
da andererseits nur wenige Indexoperationen erforderlich sind und stets lange Vektoren
verarbeitet werden. Uber gleiche Erfahrungen mit dieser Verarbeitungsmethode berich-
tet auch A.Gearge /1977/.



3.2 Numerierungsschema

Die Prinzipien der Numerierung der neuen Methode werden zunéchst an einem Bildstrei-
fen erldutert (Abb.11). Die Knoten werden dabei in Numerierungsstufen eingeteilt, wo-
bei zu jeder Stufe ein Bild und die neu in diesem Bild zum Block hinzukommenden Punkte
gehéren. Innerhalb einer Stufe stehen die Punkte var dem Bild., da das Bild den hdchsten
Verkniifpungsgrad hat. Die Punkte einer Stufe werden nach aufsteigendem maximalen
Bildindex geordnet. Die Punkte 4-6 in Abbildung 11 treten noch in Bild C auf und stehen
daher hinter den Punkten 1-3. die nur noch in Bild B angemessen sind. Diese simple Sor-
tiermethode erzeugt for Bildstreifen ein fast minimales Profil.

Bilder

Abb.11: Numerierungsstufen eines Bildstreifens

123456 A789 BoorCnrnisDeweEF

=
2 B

P=1422
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Abb.12: Matrizenstruktur fiir den Bildstreifen

Fur Bindelblécke werden die Bilder zunachst in gewohnter Weise quer zur groften
Blockausdehnung durchnumeriert. Auf diese Weise wird das Profil kiein gehalten.
Abbildung 13 zeigt die Matrizenstruktur fir einen Bildverband mit 3x7 Bildern und 20 %
Queruberdeckung. Liegt keine regelm&Rige Bildanordnung vor. so sollen miteinander
verkniipfte Bilder in der Matrix mdglichst nahe beieinander stehen. Ubersichtsaufnah-
men stehen dabei hinter Detailaufnahmen.

Fir zusatzliche geodétische Beobachtungen sind keine besonderen MaBnahmen vorge-
sehen. Da normalerweise das Prinzip der Nachbarschaft bei den Messungen gewahrt
wird, kann man darauf vertrauen. daB diese Messungen das Profil nicht ibermé&Big ver-
gréBern. Bisherige praktische Anwendungen zeigen die Richtigkeit dieser Annahme.
Netzpunkte. die in keinem Bild angemessen sind. werden nahe bei den Punkten in die
Matrix eingefiigt. mit denen sie verknipft sind. Beispiele praktischer Anwendungen
stehen in /Kruck 1884/,



1 2 3 4
123890 45N 67 BT VO o 202162:2:\24 ?:5268 2’?289293331”&33“3-4351253?38133940‘4.!1421543444?464?1?484918 B0

g =
S =
E || B =
= = =S =
= =
2 =
B =
=
g
o= S =
=H &
o | Bs
B
&

Abb.13: Matrizenstruktur fiir einen Bildverband mit 3x7 Bildern.
20 % Quer- und 60 % Lé&ngsiberdeckung

3.3 Fill-In

Am Beispiel eines kleinen Graphen wird nun gezeigt. daB das Fill-In bei der neuen Metho-
de kleiner ist, als bei herkémmlicher Numerierung der Unbekantnen. in den Abbildungen
14-16 stellen die mit groBen Buchstaben bezeichneten Knoten die Bilder dar und die mit
kleinen Buchstaben bezeichneten Knoten die Punkte. Die entstandene Matrizenstruktur
in Abb.14 entspricht der photogrammetrischer Bldcke. Da die Punkte zuerst reduziert
werden. entstehen 7 neue Graphen zwischen den Bildern und erzeugen in Npo die typi-
sche Bandstruktur. Der zusétzliche Graph d-b in Abb.15 stellt eine geodétische Mes-
sung dar und erzeugt eine zusdtzliche Verbindung in Ny . Bei der Faktorisierung ent-
stehen jetzt 12 neue Graphen, die die Punkte mit den Bildern bzw. die Bilder unterein-
ander verbinden. Ordnet man die Matrix nach der neu entwickelten Methode (Abb.16],
so entstehen nur 8 neue Graphen. Es fallen genau die drei Graphen aus, die vorher die
Teilmatrix Npp aufgefillt haben. némlich A-D. A-E und B-E.



123 456 7 8910

: Abb.14:
a I 1
b| Ny 12 |2 Kleiner Graph mit Nu-
< | 3 merierung zur Erzeu-
| | 4 gung einer Matrizen-
________ e 5 struktur. wie sie in
Al10|O 6 Bdndelausgleichungen
= B[(O|O 7 Ublich ist. Fill-In:
N cC|O|O]| 8 7 Elemente
l 22|plo| e
| E |10
123456 78910
)
2 an ' Ny, 12 Abb.15:
¢ I 3 Zusatzlicher Graph
d 0|0 4 b-3 erzeugt die Struk-
_______ e 5 tur einer zusatzlichen
AlO[O|QO|O] & geodatischen Beob-
I [B|O|O|O]| 7 achtung.
' | clojo] s Fill-In: 12 Elemente
: N2z o Q|9
! E |10
1. 23456 78910
5 X 1 Abb.16:
b 2 Nach der neuen Metho-
Al ]O|0O|O 3 de umsortierte Matrix.
c 2 4 Fill-In: 9 Elemente
B|O|O] |O 5
d 6
c ol 7
e 8
D|O| 9
E]10

E Elemente der Matrix N

(o] Bei der Zerlagung neu entstandene Elementa (Fili-In)

Durch die neue Sortierung liegen diese Elemente auBerhalb des Profils. Es kann also
festgestellt werden, daB bei der neuen Methode geodatische Messungen keinen EinfluR
mehr auf die Anzahl der Elemente in der (auf die Gesamtmatrix verteilte) Teilmatrix
der Bildunbekannten ausiiben kénnen. Andererseits entstehen in den meisten Féllen
einige zusatzliche Verkniipfungen zwischen Punkten und Bildern. die jedoch nach bis-
her vorliegenden Erfahrungen den Gewinn bei weitem nicht aufzehren.

4. Weitere Eigenschaften der neuen Methode

Besonders wichtig ist die Frage. wie sich der Rechenaufwand bei einer Erhéhung der
Anzah| der Punkte. also bei einer Verstérkung der Verknipfung veréndert. Die For-
mel (6) bzw. [8) kann dariiber keinen AufschluB geben. solange die Anderung der Band-



breitz nicht bekannt ist. Empirische Untersuchungen an sehr verschieden strukturier-
ten Blécken unterschiedlicher GréBe haben gezeigt, daB die mittlere Bandbreite b bei
einer Erhdhung der Punktanzah! im Block im Mittel konstant bleibt, so dal der Rechen-
aufwand nur linear anwéchst. Dies ist besonders wichtig, da photogrammetrische Ver-
fahren besonders dann gern eingesetzt werden, wenn viele Punkte pro Flacheneinheit

zu bestimmen sind.

Ein weiterer Vorzug dieser Methode ist darin zu sehen. daB keine Bandbreitenbegren-
zungen bestehen. wie bei der rekursiven Partitionierung. Bei sehr groRen Bandbreiten
wird jedoch die Anzahl der Spalten kleiner, die gleichzeitig im Kernspeicher stehen kén-
nen. Dadurch steigt der Ein- und Ausgabeaufwand und somit die Verweilzeit im Rechner.

Fiir die Untersuchung der Eigenschaften von Netzen, fiir Genauigkeits- und Zuverlassig-
keitsanalysen sowie zur Suche nach Datenfehlern und zur Uberpriifung der Gewichtsan-
satze ist die Berechnung der Diagonalelemente der Matrizen Qyy und Q,, wichtig.

Die Profilspeichertechnik gestattet es, die Inversion von N nach C-N-! = ! T auf die-
jenigen Elemente von N-! zu begrenzen, die in der Hiille von N liegen (Profilinversel.
Der dafiir erforderliche Rechenzeitbedarf ist etwa 2.5 bis 3 mal grdBer als fir die Fak-
torisierung. Diese Profilinverse reicht aus, die Diagonalelemente von Qy, nach (9] zu

(Quydii = (Qgplij - ap-N"T af (@

berechnen, wobei a;j ein Zeilenvektor der Modellmatrix A ist.

5. Praktische Vergleiche und Tests mit Vektorrechnern

Die neue Methode wird im Programm BINGO (Bindelausgleichung fir Ingenieurobjekte]
benutzt. Praktische Vergleichsrechnungen mit dem Programm BLUHE. das Hauptrechen-
programm des Programmpakets BLUH (Blockausgleichungsprogramm der Universitat
Hannover) /K. Jacobsen 1880/ ist und die Normalgleichung mit der Rekursiven Partitio-
nierung lést, zeigen bei Verarbeitung auf der CYBER 76 des Regionalen Rechenzentrums
fiir Niedersachsen keine gréBeren Laufzeitunterschiede. Die ausgew&hlten Testbeispie-
le unterscheiden sich hinsichtlich der Struktur und der GriBe der Bldcke erheblich. Es
handelt sich dabei jedoch ausschlieBlich um Bldcke ohne zusitzliche geodédtische Beob-
achtungen, da eine Simultanausgleichung mit BLUHE nicht maglich ist. Beim grdften
Block (6 800 Unbekannte) war BINGO um 17 % schneller. wahrend sich beim am stark-
sten verkniipften Block (2 560 Unbekannte] ein Rechenzeitvorteil van 22 % fir BLUHE
ergab. Damit ist die Leistungsfahigkeit der neuen Methode auch fir herkémmliche
Blockausgleichungen nachgewiesen.

Praktische Testrechnungen mit der neuen Methode auf Rechnern mit besonderen Hard-
ware-Einrichtungen zur schnellen Verarbeitung von Vektoren und Matrizen (Vektor-
rechner) haben gezeigt. daB hier durch den Einsatz der Vektorprozessoren beachtliche
Steigerungen der Rechenleistung mdglich sind. Bei einer Faktorisierung einer Matrix
mit nur 400 Unbekannten und einer mittleren Bandbreite b = 72 auf dem HP 1000-F
Rechner des Instituts fiir Photogrammetrie und Ingenieurvermessungen der Universitat
Hannover verkiirzt der Einsatz des Vektor-Prozessors die Rechenzeit von 145 sec. auf
22.6 sec., also um den Faktor B.4. In gréBeren Matrizen mit léngeren Vektoren sind
Leistungssteigerungen bis zum Faktor 8 zu erwarten. Ein Programmtest auf einem
CRAY-1-Rechner ergab bei skalarer Verarbeitung eine Gesamtlaufzeit des Programms
von 57 sec. und bei vektorieller Verarbeitung eine Zeit von 13 sec. Derartig hohe Lei-
stungssteigerungen sind bei Einsatz der rekursiven Partitionierung nicht zu erwarten,
da die Rechnungen hiufiger fir Indexrechnungen unterbrochen werden miissen.

Da die technologische Zukunft auf dem Gebiet der Computerentwicklung den Vektor-
rechnern gehért, wird durch die neue Methode die Ausgleichung extrem umfangreicher
Blécke mdglich sein.
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